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Абстракт. Рассматривается линейно квадратичная задача оптимизации с 

неразделенными краевыми условиями. С помощью первого метода Эйлера строится 

фундаментальная матрица соответствующей гамильтоновой матрицы, где на ее 

основе приводятся численные вычисления соответствующих фазовых координат и 

управлений. Результаты иллюстрируются на примере построения оптимальных 

программных траекторий и управлений двуногих шагающих аппаратов с 

телескопическими ногами. Показывается, что они совпадают с известными 

результатами с точностью до 10
-2

. 
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1. Введение.  

В последнее время много внимания уделяется линейно квадратичной 

задаче оптимизации (ЛКЗО) c двухточечной краевой задачи [1, 13, 20], 

возникающей при управлении шагающих аппаратов [10], добыче нефти 

газлифтным способом [9,15], штанго-насосной установкой [10] и др. Во всех 

этих задачах целью является разработка алгоритмов программных 

траекторий и управлений и на основе их создание регуляторов, 

обеспечивающих асимптотическую устойчивость замкнутой системы в цепи 

обратной связи. 

Более интересным является тот факт, что в алгоритмах для решения  

разработки задачи оптимизации с неразделенными краевыми условиями 

существуют разные методы - метод алгоритма, повышающего размерность 

исходной системы в 4 и 2 раза (метод Мошенского [11, 17, 21], метод через 

фундаментальную матрицу Гамильтоновой системы и др.), разные алгоритмы 

прогонки [3, 7, 9, 12, 14, 15, 18] и др. В работе [5] приводится алгоритм 

прогонки для многоточечной краевой задачи управления с неразделенными 

краевыми условиями, где при переходе от одной последовательной 

внутренней точки к другой появляется неоднозначность. Поэтому, в работе 

[5, 6, 8] разрабатывается другой метод, устраняющий эти недостатки. 

 Все вышеприведенные алгоритмы носят теоретический характер и 

требуют разработки соответствующего вычислительного алгоритма.  В 

данной работе попытаемся на самом простом алгоритме Эйлера применить 

его к нахождению решения линейной квадратичной задачи оптимизации с 
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неразделенными двухточечными краевыми условиями через построение 

фундаментальных матриц соответствующей Гамильтоновой системы. 

Отметим, что такой подход позволяет с помощью метода Захар-Иткин  [22] 

численно строить фундаментальные матрицы, где для построения подматриц 

требуется решить уравнение меньшей размерности. Достоинство данного 

подхода может состоять в том, что можно при их вычислении (подматриц) 

организовать параллельные вычисления, которые как по времени, так и по 

точности будет давать хорошие результаты. Предложенный алгоритм 

иллюстрируется примерами управления шагающими аппаратами с 

телескопическими ногами   [12, 13,17, 19]. 

 

 2.Постановка задачи.  
Пусть движение объекта описывается следующей системой 

обыкновенных линейных дифференциальных уравнений 

)()()()( tutGtxtFx                                                               (1) 

где x  - n  -мерный фазовый вектор, )(tu  - m  мерный вектор управляющих 

воздействий, )(tF  - nn  -мерная матрица функций с непрерывными 

элементами, )(tG  - mn  -мерная матрица и пара ( )(tF , )(tG ) - управляемые. 

 Требуется найти управляющее воздействие )(tu  такое, чтобы 

заданный квадратичный функционал  
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                                         (2) 

достигал минимального значения, а )(tx  в начальной и конечной точках 

удовлетворял бы следующему неразделенному краевому условию  

qTxtx  )()(
201

.                                                         (3) 

Здесь ,0)()(  tQtQ 0)()(  tCtC  симметричные матрицы nn  и mm  

размерностей соответственно, 
1

 , 
2

 - постоянные матрицы  nk 

размерностей, q  постоянный k -мерный вектор, пары  
21

  с вектором 

q  удовлетворяют условию Kронекера – Kапелли, штрих означает операцию 

транспонирования. 

 

3. Алгоритм, повышающий размерность исходной системы (1). 

 Составляем расширенный функционал [6] соответствующей задачи 

оптимизации (1)-(3) и на основе этих напишем уравнение Эйлера Лагранжа 
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где )(t - n - мерный вектор и  - k  - мерный вектор  множителей Лагранжа 

соответствующей системы управлений (1) и краевых условий (3), а 

Гамильтонова матрица H  имеет вид 
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Теперь, используя первый метод Эйлера, вычисляем фундаментальную 

матрицу (4), (5) в следующем виде 

),())((),(
11 


iiiii

ttEtHtt ,   Ett  ),(
00

,                          (7) 

где   - шаг численного интегрирования, E  -единичная матрица. Пусть 

1,0t , 1N  и 
N

tT  . Используя формулу (7) вычислим в конце интервала 
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Тогда неизвестные )( 0tx  и   определяются через следующую систему 

линейных алгебраических уравнении [6] 
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Тогда , как в [22,23], координаты объектов определяются 
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а управляющее воздействие )( itu  имеет вид 
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Теперь иллюстрируем полученные результаты на примере простой 

модели управления шагающих аппаратов с телескопическими ногами 

[13,17,19]. 

 Пример. В качестве примера рассмотрим задачу выбора программы 

горизонтального движения простейшей модели двуногого шагающего 

аппарата (ША) (см. Фиг.1) (управление сильно демпфированными 
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 5.05.0diagT  . 

Параметры rhmm ,,,,0   принимают следующие конкретные 

значения (  -малый параметр): 
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Краевые условия определяются из симметричности конфигурации 
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С помощью формул (7) и из-за стационарности уравнений (1), (13), 
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Теперь вычислим матрицу D  из (11) . 
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Здесь  0,0,0,5.0,5.0,25.0,25.0,0 w . Теперь при этих данных 

решаем систему линейных алгебраических уравнений (10) с помощью метода 

Гаусса [25] и имеем )( 0tx  в виде  
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Из [13, 17 ] (где вычисление проводились  методом Рунге-Кутта 4-го 

порядка) можно уточнить, что результаты совпадают  с точностью до  10
-2

 

порядка. Если интервал ),(
0

Tt  разделим на 20 точек, то результаты 

совпадают с [12] с точностью до  10
-3

 порядка.  

 Вышеприведенный алгоритм позволяет применить его к 

редуцированному построению фундаментальных матриц ),(
1


ii

tt , которое  

позволяет распаралелировать вычислительных процессов. 

 Заключение. Предлагается простой вычислительный алгоритм 

решения  линейных квадратичных задач оптимизации с  неразделенными 

краевыми условиями, с помощью которого в дальнейшем можно построить 

параллельный вычислительный алгоритм для ее решения. Эта простота дает 

возможность решать задачи такого типа с большей размерностью при добыче 

нефти газлифтным способом [6,8,20]. 
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Abstract 

In the paper the quadratic optimization problem with  unseparated boundary 

conditions is considered. Using the first Euler method, the fundamental 

matrix of the corresponding Hamiltonian matrix is constructed, where 

numerical calculations of the corresponding phase coordinates and controls 

are based on it. The results are illustrated by the example of constructing 

optimal programmed trajectories and controls of bipedal walking devices 

with telescopic legs. It is shown that they coincide with the known results 

with an accuracy of 10
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